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Begriindung der Lorentz-Gruppe allein mit Symmetrie- und Relativitits-Annahmen
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Aus dem Relativitdtsprinzip folgt ohne Verwendung des empirischen Prinzips von der Konstanz
der Lichtgeschwindigkeit, dal die Lorentz-Transformation die einzig denkbare Alternative zur
(raumzeitlich asymmetrischen) Galilei-Transformation ist.

Es scheint wenig bekannt zu sein, daf in Einsteins
klassischer Herleitung der Lorentz-Transformation !
die Voraussetzungen erheblich abgeschwiacht werden
kénnen. Ohne Verwendung des Einsteinschen Prin-
zips von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit lait
sich aus den ibrigen Annahmen Einsteins herleiten,
daf} es eine (moglicherweise unendliche) Naturkon-
stante ¢, gibt, welche die Rolle einer invarianten
Grenzgeschwindigkeit spielt. Die Struktur der Lo-
rentz-Gruppe folgt bereits aus der nur qualitativen
Hypothese ¢y < ~. Als quantitatives Problem bleibt
die Frage, ob das Licht im Vakuum genau die Ge-
schwindigkeit ¢, besitzt.

Wenn im folgenden auf die ,,Einsteinsche Ablei-
tung® Bezug genommen wird, so ist nicht wortlich
der Text von 1905 gemeint, sondern eine verein-
fachte Variante wie die in MeLLERs Monographie 2,
ergianzt durch geometrische Symmetrieerwidgungen.
In diesem Sinne darf gesagt werden, dal} Einsteins
Argumentation auf folgenden Annahmen beruht:

(0.) Isotropie und Flachheit (a) des Raumes und
(b) der Zeit,
(1.) Relativitit des Begriffs der Geschwindigkeit,

1 A. EINSTEIN, Ann. Phys. 17, 891 [1905].
2 C. MoLLER, The Theory of Relativity, Clarendon Press, Ox-
ford 1952, § 17.
A, 3 H. FREUDENTHAL, Adv. Math. 1, 145 [1964].

mung wurden bekanntlich durch Riemann [1854] konzi-
piert . HELMHOLTZ bewies danach die Konstanz der Kriim-
mung aus der Annahme frei beweglicher starrer Korper 7.
Die mathematischen Unvollkommenheiten der Helmholtz-
schen Deduktion veranlafften LiE zur Theorie der Lieschen
Giuppen 8, die fiir die Teilchenphysik so bedeutsam gewor-
den ist. In unserem Jahrhundert wurde das ,,Helmholtzsche
Raumproblem® vor allem durch WEeyL gefordert®. Eine
neuere Charakterisierung der Riemannschen Geometrie
durch eine differentielle Symmetrieeigenschaft hat LAuc-
wITZ 19 gegeben. Ein Vorzug der beliebigen Riemannschen
Rédume vor den isotropen 1df3t sich durch geometrische Sym-
metrie- oder Relativitdts-Postulate allein nicht begriinden.
Erst die ,,qualitative Symmetrieforderung® einer Riickwir-
kung der ponderablen Materie auf den Raum kann hier hel-
fen. THIRRING hat 1961 gezeigt, dal man die raumzeitlichen

4

Das hat als erster SCHUR bewiesen 5. Rdume variabler Kriim-

(2.) Absolutheit des Betrags der Lichtgeschwin-
digkeit.

Die rein geometrischen und die rein chronologi-
schen Axiome wurden von Einstein nicht ausdriick-
lich genannt, aber wesentlich verwendet. Zu der hier
angegebenen Formulierung des 0. Prinzips sei fol-
gendes bemerkt.

(a) Aus der Isotropie des Raumes folgt seine
Homogenitit; denn wenn alle Richtungen von jedem
Punkte aus geometrisch gleich gelagert sind, kon-
nen keine zwei Punkte geometrisch verschieden ge-
lagert sein, weil ja dann die Verbindungslinien zu
jedem festen Punkt verschiedenartig wiren3. Der
umgekehrte Schlul von der Homogenitat auf die
Isotropie kann nicht gezogen werden, wie man an
den periodischen Flachraumen (Hyperzylinder, Zy-
lindertorus, Hypertorus) erkennt: sie sind offenbar
homogen, aber nicht isotrop. Ein isotroper Raum
muf} konstante Kriimmung K, besitzen?, und im
Falle fehlender Krimmung darf er nicht periodisch
sein. Der elliptische Fall K,>0 widerspricht den
schon immer benutzten, aber erst 1882 (durch M.
Pasch) kodifizierten Anordnungsaxiomen. Wenn

Anisotropien der Einsteinschen Relativitiatstheorie als ma-

teriebedingte Renormierungseffekte eines tensoriellen Gra-

vitationsfeldes in einer ,isotropen® Raumzeit auffassen

kann 1. Wir beschrianken uns jetzt auf die Naherung eines

materiefreien Raumes.
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z. B. auf einer ,vertikalen® Geraden der Punkt A
unterhalb B und der Punkt B unterhalb C liegt, so
soll auch A unterhalb des Punktes C liegen. Diese
und &hnliche [lokale Erfahrungen brauchen glo-
bal (oder ,kosmisch) nicht mehr zu gelten. Das
hat auch eine topologische Konsequenz: der Raum
konnte offen und kompakt zugleich sein. Gemill der
hypersphérischen (oder dielliptischen) Geometrie
besitzt das Gesamtvolumen der Welt den endlichen
Wert 222 R, wenn Ry: = K, " ist. Nach der semi-
hypersphérischen (oder elliptischen) Geometrie, die
aus der vorherigen durch Identifikation antipodi-
scher Punkte hervorgeht, ist das Weltvolumen bei
gleichem Weltradius R, nur halb so grof}. Bei Giil-
tigkeit der durch K, < 0 charakterisierten ,,absolu-
ten“ Geometrie ist der Raum nichtkompakt, sein
Volumen unendlich grof}. Ein qualitatives Argument
zugunsten der pseudosphiérischen (oder hyperboli-
schen) Geometrie ist mir nicht bekannt. Der Grenz-
fall Ky=0 der euklidischen (oder parabolischen)
Geometrie kann durch die Forderung der Invarianz
gegen Malstabsinderungen ausgezeichnet werden.
Diese Symmetrieforderung ist allerdings sehr frag-
lich; denn in der Atomphysik ist offenbar eine ,,ele-
mentare Linge [, =h/cy m, ausgezeichnet. Da eine
,raumliche Eichinvarianz® jedenfalls im Kleinen
nicht besteht, vermag das vielgenannte Argument
fiir einen objektiven Vorzug der euklidischen
Geometrie nicht zu liberzeugen. Unbestreitbar ist
die groflere Bequemlichkeit des flachen Raumes.
Wenn wir uns auf die mikroskopische Physik be-
schrinken, ist die Flachheitsannahme K;=0 wegen
'Ky|'1p> <1 gewiB eine gute Ndherung. Damit er-
hilt der Raum die pythagordische Metrik1® der
euklidischen Geometrie mit ihren cartesischen Ko-
ordinatensystemen.

(b) Entsprechend erhalt die Zeit die hipparchische
Metrik der aristotelischen Chronologie mit ihren
keplerschen Kalendersystemen. Diese Nomenklatur
bezweckt lediglich, die verschiedenen Analogien zwi-
schen Raum, Zeit und Raumzeit zu verdeutlichen.

Herzuleiten ist fiir die vereinigte Raumzeit die
minkowskische Metrik der poincaréschen Kinema-
tik 13 mit ihren einsteinschen Inertialsystemen.

2 Den pythagoriischen Lehrsatz scheinen die Geoditen des
Ein- und Zweistromlandes empirisch gefunden zu haben.
Pythagoras bewies ihn geometrisch, also im wesentlichen
mit Symmetrie- und Parallelismus-Vorstellungen. Zum
Dank fiir diese Entdeckung opferte er den Goittern eine

G. SUSSMANN

Das Relativitdtspostulat (1.) zeichnet die grad-
linigen Weltlinien als gleichformige Bewegungen im
Sinne des Tragheitsgesetzes aus, und es behauptet
ihre metrische oder kinematische 13 Gleichartigkeit.
Das ist eine Art von Isotropieaussage hinsichtlich
der zulédssigen Zeitachsen.

Die Einsteinsche Deduktion zieht aus allen diesen
Symmetrieannahmen folgende Reihe von Schliissen.
(A) Da die Tragheitshahnen des ,,urspriinglichen®
Inertialsystems J= (z,y,z,t) in Tréagheitshahnen
des neuen Systems /' = (2,y’,z,¢") iibergehen sol-
len, miissen die Transformationsfunktionen linear
sein. (B) Wegen der Homogenitdt der Raumzeit
kann man die Nullpunkte von / und J* ohne weite-
res koinzidieren lassen, so daf} die lineare Transfor-
mation L homogen wird. (C) Auf Grund der rdum-
lichen Isotropie kann man z. B. die z-Achse in
oder gegen die Richtung der Relativgeschwindigkeit
(u,v,w) legen, so daBB u=v =0 wird. Die z"-Achse
soll in die genau gleiche Richtung gelegt werden.
(D) Wegen der Achsialsymmetrie der Anordnung
muf} das Variablenpaar (z,¢) vom Rest (z,7) ent-
koppelt sein. Es muf} also ein Gleichungspaar

Z=a,z2+Puwt, =ypz+04t (1)
bestehen. (E) Die vier Koeffizienten o, ., 7,
0, konnen aus den verwendeten Isotropie- und
Homogenitits-Griinden nur von w abhidngen. Da
dies die longitudinale Geschwindigkeit von /  relativ
zu J sein soll, mul} die Beziehung

Buo=—way (2)
bestehen 4. (F) Wegen der gegenseitigen Symme-
trie von J* und J muB sich J relativ zu /' mit der
entgegengesetzten Geschwindigkeit
Deswegen muf die Gleichung

/310 = —wdy (3)
(G) Durch konforme Orientierung der
Zeitachse kann man erreichen, daf

Ay = (Sw > 0 (4‘)
bleibt. Dann muf} insbesondere ay=09,=1 und
Po=170=0 sein. (H) Ausder /] — J'-Symmetrie folgt,
daf} die Determinante a,0,—[,0, gleich ihrer
Inversen sein muf}:

—w bewegen.

gelten 17,

a.lzv’*‘wau';'w:l P (5)

Hekatombe Ochsen (weshalb nach Kant bei jedem Umbau
der Wissenschaft die Ochsen zittern).

Kinematik = Geochronologie = Chronogeometrie.

=0 = w=dz/dt =—fu/aw.

1B z2=0 => —w=dZ/dt’'= Bu/dw.
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weil —1 aus Stetigkeitsgriinden ausscheidet. Es
bleibt hier also nur noch die zunachst fur w =0 de-
finierte Funktion

Yw
Eplam == 6
w e (6)
zu bestimmen, weil dann

1 &

111.':6:1‘: 1,«1_u.2 tw’ (‘)
15 _ . —w gt e W CD
Y Yl—wPey U Yl—w? &y

wird. (I) Das Achsenkreuz (z’,y") konnen wir we-
gen der Achsialsymmetrie in die Richtung von (z, v)
fallen lassen. Folglich miissen die separierten Glei-
chungen

y/ = ;~w Yy (8)

.
& =AypZs

mit positivem Z,, bestehen. (J) Wegen der (J —J')-
Symmetrie muf} Z,, mit seiner Inversen ot=l_,
tibereinstimmen; es mul} also

;'w =1 (9)
sein.

Spitestens an dieser Stelle bricht in der Einstein-
schen Herleitung die gruppentheoretische Analyse
ab. Fortgefiihrt wird die Uberlegung mittels des
Prinzips (2.) von der Invarianz der Lichtkegel. Fiir
den vom gemeinsamen Koordinaten-Nullpunkt aus-
gehenden Lichtkegel ist das die Implikation

24yl 22— 2R=0=>2249y24+22_¢242=0.

Eine ziemlich einfache Rechnung zeigt dann, dal}
&p=c"2 sein muBl, womit die spezielle Lorentz-
Transformation dasteht.

Aber die Gruppentheorie kann weitergefithrt wer-
den: Man kann die Existenz und formale Gleichheit
der Gruppenprodukte L, 0L, =L, ausniitzen, so
wie bisher die Existenz und formale Gleichheit der
Inversen L;'=L_, verwendet wurde. Selbstver-
standlich bleibt die Form des Additionstheorems

wr! _ w// (w’ wl)

zunichst ganz offen. Beniitzt wird lediglich die Exi-
stenz einer zusammengesetzten Relativgeschwindig-
keit w” = w 0w’ mit der Bedeutung einer longitudi-
nalen Relativgeschwindigkeit des dritten Inertial-
systems J” gegen J, wenn w’ die longitudinale Ge-
schwindigkeit von J” gegen J* bezeichnet. Setzt man

18 Wir haben es hier nimlich mit (reellen) Drehungen in der
(z, %o t)-Ebene zu tun, wenn »,:= (—&) =1z jst.
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das Analogon von (7), (1) mit w’ statt w in (7),
(1) ein, so muB das w”-Analogon resultieren. Als
notwendig und hinreichend insbesondere fiir das Be-
stehen der zu (4) analogen Gleichung a,” =0, er-
weist sich die Konstanz ¢, = ¢,/ oder

=ty (10)
Demnach ist
r_ ’_ r_z—wt o, t—&WZ
EwEh y=h = Vi—guw?’ ~  V1—gow? (11)

mit einer reellen Konstanten ¢ .

Der ,.elliptische® Fall ¢, <0 widerspricht der Vor-
zeichenaussage in (4) und muf} daher ausscheiden 16.
Er scheitert an folgendem ,,Anordnungsaxiom fir
den Geschwindigkeitsraum“: Wenn J” relativ zu J’
nach oben lduft und J relativ zu J ebenfalls nach
oben, so muf} auch J” relativ zu J nach oben laufen.

Der ,,parabolische® Fall ¢y=0 ist nichts anderes
als die spezielle Galilei-Transformation

Z=z—w.t, =t. (12)

’ ’
T = Y=Y

Dadurch wird fiir die vereinigte Raumzeit die Ber-
noullische Metrik der Newtonschen Kinematik mit
ihren Huygensschen Inertialsystemen konstituiert.
Um sie auszuschlielen, kann man sich auf die nahe-
liegende Forderung einer ,,qualitativen Symmetrie®
zwischen Raum und Zeit berufen, der gemial} die
eine Zeitdimension von den drei Raumdimensionen
hinsichtlich der Relativitat der Abstédnde nicht qua-
litativ verschieden sein soll. Denn wihrend die Kol-
lokalitat (xq,Yyy,21) = (23, Y5, 25) zweier Ereignisse
E;, E, von der Wahl des Inertialsystems abhéngt
(Relativitat des Ruhe-Begriffs), ist ihre Simultani-
tit 1y =1, sehr wohl galileiinvariant (Absolutheit
des Gleichzeitigkeitsbegriffs) .

Im ,hyperbolischen® Fall ¢,>0 erhalt man die
spezielle Lorentz-Gruppe, nach Adjunktion der Raum-
drehungen die (eigentliche, orthochrone) Lorentz-
Gruppe, nach zusitzlicher Adjunktion der Transla-
tionen die (eigentliche, orthochrone) Poincaré-
Gruppe, und schliefllich nach Adjunktion der Inver-
sion und der Reversion die volle Poincaré-Gruppe.
Das gilt hinsichtlich der abstrakten Gruppenstruktur
unabhéngig vom Zahlenwert der kinematischen Fun-
damentalkonstanten

Co: = 1/1/6:0,

die offenbar die Rolle einer Grenzgeschwindigkeit

(13)
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spielt 1. ErfahrungsgemiB liegt sie sehr nahe an
der Geschwindigkeit des Lichtes im Vakuum. Doch
ist die (wohl zuerst von de Broglie propagierte)
Hypothese einer positiven, wenn auch sicher sehr
kleinen Photonenmasse m, nicht auszuschliefen.
Nach dieser Annahme liegt die Vakuumgeschwindig-
keit ¢ =c(w) des sichtbaren Lichtes dicht unterhalb
der Grenzgeschwindigkeit ¢y =c ().

Wie dem auch sei: bei den Problemen von Raum

und Zeit sollte es als besonders wiinschenswert gel-
ten, moglichst viele Aussagen allgemeinen Symme-
trieprinzipien zu entnehmen und die konkrete Em-
pirie erst danach einzufiihren. Im Idealfalle sollte
die Erfahrung nur dazu dienen, qualitative Entschei-

18

Die Moglichkeit von ,, Tachyonen®, hypothetischen Teilchen
imagindrer Masse, wird dadurch ebenso wenig ausgeschlos-
sen wie die von Teilchen verschwindender Masse !®. Erst
das Einsteinsche Kausalitédtsprinzip verbietet Teilchen mit
Geschwindigkeiten v > ¢,. Die Relativgeschwindigkeit w
von Inertialsystemen muf} allerdings sogar kleiner als c,
bleiben. Das driickt die Nichtkompaktheit der Lorentz-
Gruppe aus.

G. FEINBERG, Phys. Rev. 159, 1089 [1967].

AHARONI 20 schliefit aus Dimensionsbetrachtungen auf die
Existenz einer Naturkonstanten ¢ der metrologischen Di-
mension Linge : Zeit, die er als konstante Geschwindigkeit
von ,,Signalen® deutet. Dieses Argument ist nicht schliissig,
denn aus Mafstabsbetrachtungen kann sicher nicht auf die
Invarianz von ,,Signalkegeln® geschlossen werden. Der Fehl-
schlu} wirkt sich unter anderem dahin aus, dal AHARONI
die Moglichkeit eines negativen Wertes fiir die als ,,c—2%
bezeichnete Konstante nicht in Betracht zieht.

J. Auaroni1, The Special Theory of Relativity, Clarendon
Press, Oxford 1965.
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dungen zu fallen, und das Experiment sollte sich
damit begniigen, die Mafistabe zu vergleichen und
einzelne Naturkonstanten zu messen. Zur Erfor-
schung und Ausmessung komplexer Strukturen soll-
ten sie nicht unnotig herangezogen werden. Es ist
daher recht befriedigend, dal Einsteins Ableitung
der Poincaré-Gruppe, die von der quadratischen Glei-
chung der Lichtblitze wesentlich Gebrauch machte,
zu einer nur mit den linearen Gleichungen der Trag-
heitsbahnen arbeitenden Deduktion vereinfacht wer-
den kann 1. In jeder Herleitung spielen Symmetrie-
Annahmen eine entscheidende Rolle, aber erst in
der hier vorgetragenen werden sie voll ausgeschopft.
Zudem wird die Rechnung einfacher *.

* Zusatz b. d. Korr.: Von den Herren K. HELMERS,
U. E. SCHRODER und H. STEINWEDEL wurde ich (in Ant-
worten zu einem Vorabdruck dieser Arbeit) dankenswerter-
weise auf folgende Veriffentlichungen aufmerksam ge-
macht, in denen idhnliche Uberlegungen zu finden sind:
W. v. IeNATOWSKY, Arch. Math. Phys. 17, 1 [1910], 18,
17 [1911], Phys. Z. 11, 972 [1910], 12, 779 [1911]; PH.
Frank u. H. RoTHE, Ann. Phys. 34, 825 [1911], Phys. Z.
13, 750 [1912]; E. WiecHerT, Phys. Z. 12, 689, 737
[1911]; Y. P. TerLeTskn, Paradoxes in the Theory of
Relativity, Plenum Press, New York 1968, § 7: H. ArzE-
LIES, Relativistic Kinematics, Pergamon Press, Oxford
1966, § 53 mit ausfiihrlicher Literaturliste. In den genann-
ten Arbeiten wird keine Begriindung dafiir gegeben, daf
die Konstante &, nicht negativ ist, und die Rechnungen
sind komplizierter. — Herrn H. KasTRUP verdanke ich den
Hinweis auf H. BARCY u. LEvy-LEBLOND, J. Math. Phys. 9,
1605 [1968].



